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1. EINLEITING UND ERGEBNME 
Vektorraumkategorien wurden von Nazarova und Roiter in [NR] 
eingefiihrt und in vielen Arbeiten intensiv studiert. Sie sind eine fruchtbare 
Methode in der Darstellungstheorie. 
In dieser Arbeit untersuchen wir den Zusammenhang zwischen zahmen 
verkleideten Algebren und Vektorraumkategorien und geben eine 
kanonische Zerlegung der Vektorraumkategorie zu einem Punkt einer 
zahmen verkleideten Algebra an. 
Es sei A eine zahme verkleidete Algebra iiber einem algebraisch abge- 
schlossenen Korper k, d.h. A ist der Endomorphismenring eines prlprojek- 
tiven Kippmoduls iiber einer zusammenhangenden zahmen erblichen 
k-Algebra. Die zahmen verkleideten Algebren sind durch die Bongartz- 
Happel-Vossieck-Liste (siehe [HV] ) wohlbekannt. Wir setzen voraus, da13 
A eine Basisalgebra ist. Die Algebra A kann durch einen K&her mit 
Relationen beschrieben werden (siehe [Ri]). Die Punkte des K&hers 
werden einfach die Punkte von A genannt. Sei x ein Punkt von A. Mit P(x) 
bezeichnen wir den unzerlegbaren projektiven A-Modul zum Punkt x. Sei 
A-ind eine volle Unterkategorie der Kategorie A-mod aller endlich dimensio- 
nalen A-Linksmoduln, die genau einen Modul aus jeder Isomorphieklasse 
unzerlegbarer A-Moduln enthalt. Ferner sei r die Auslander-Reiten- 
Verschiebung. Setze 
S:= {MEA-indl M2 P(x),Hom,(P(x),M)#O und Hom,(P(x), tM)=O). 
Auf der endlichen Menge Sf delinieren wir eine Relation < wie folgt: 
Xb Ye es gibt fe Hom( Y, X) mit Hom(P(x), f) # 0. 
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Wie in [Ri] deliniert man eine Bilinearform (-, -) auf der 
Grothendieckgruppe &(A ) vermoge (& X, dim Y) = C, a 0 ( - 1)’ 
dim, Ext>(X, Y). Die zugehorige quadratische Form wird mit xA 
bezeichnet. Sie ist positiv semidefinit, und es gibt einen minimalen positiven 
Radikalvektor hA von xA. Es gilt 1~ h;4 < 6 fur jede Komponente h;4 
von hA. 
Gemal [ Ri] werden die Vektorraumkategorien 
V(l) g(2) V(3) g(4) g(5) 936) 
kritische Mengen vom Typ %7(i), 1 < id 6 genannt. Bei den Halbordnungen 
stehen links die groDen, rechts die kleinen Elemente. Beachte, da13 das 
einzige unzerlegbare Objekt in +?( 1) zweidimensional ist. Wir setzen 8 ‘X := 
(hA, dim X)/dim Hom(P(x), X) und 
L;= {XES;I~‘X= -h;) 
C,A={YES;I-~;<~‘Y<O) 
R;= {ZES;(FZ=O}. 
Unsere Hauptergebnisse sind die folgenden Satze :
SATZ I. ( 1) Der Modul @ YE c;” Y @ @ z t R: Z @ P(x) ist ein Kippmodul. 
(2) Der Modul OX,,; X0@ YEc.~ Y@ P(x) ist ein Kippmodul, 
und die Summe @ , XE Lo X ist das einzige priiprojektive Komplement zu 
0 YE c: Y@ P(x). 
(3) C: ist eine kritische Menge bzgl. d vom Typ %?(ht). 
SATZ II. (1) Es gibt genau eine gerichtete kritische Vektorraumkategorie 
in add St. Sie ist (add C:, Hom(P(x), -)) und vom Typ @?(h,A). 
(2) (add(C: u Lt), Hom(P(x), -)) ist eine domestizierte tubufare 
Koerweiterung der Vektorraumkategorie (add Ci, Hom( P(x), -)). 
(3) (add(C,A u Rt), Hom(P(x), -)) ist eine domestizierte tubulare 
Erweiterung der Vektorraumkategorie (add Ct, Hom(P(x), --)). 
Also haben wir eine Zerlegung der Vektorraumkategorie (add St, 
Hom(P(x), -)), die mit folgendem Bild illustriert werden kann: 
a’M L.; C: R; d’N 
< -h; >o 
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Fiir die nicht erklarten Begriffe und Bezeichnungen, die in dieser Arbeit 
auftauchen werden, verweisen wir auf [Ri]. 
Diese Arbeit ist ein Teil meiner Dissertation unter Betreuung von 
C. M. Ringel. Ihm gilt mein herzlicher Dank. Ich danke such P. Draxler, 
D. Happel fur ihre Hilfe bei der Formulierung und Frau Kollner fur das 
Schreiben dieser Arbeit. 
An dieser Stelle mochte ich such M. C. R. Butler und S. Brenner fur ihre 
hilfreiche Diskussion iiber diese Arbeit und dem Science and Engineering 
Research Council fur die Unterstiitzung meines Aufenthalts in Liverpool 
herzlich danken. 
2. DIE EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER KRITISCHEN MENGE IN St 
Wir setzen immer voraus, dalj A eine zahme verkleidete Algebra und x 
ein Punkt von A ist. Eine Teilmenge KS S: mit r Elementen heil3t eine 
kritische Menge vom Typ ‘3(i), wenn die Vektorraumkategorie (add K, 
Hom(P(x), -)) eine Vektorraumkategorie vom Typ q(i) ist (siehe [Ri]). In 
diesem Abschnitt geben wir einen Beweis zur Existenz und Eindeutigkeit 
der kritischen Menge in St. Als ein Haupthilfsmittel des Beweises benutzen 
wir die folgenden Ergebnisse in [Xl. 
2.0. DEFINITION [Ri]. Sei (,X, ( .I) eine Vektorraumkategorie vom 
Typ V(i). Der Defekt eines Objektes V aus &(3?, 1. I) ist deliniert durch 
a,” v= (h,X, dim, V). 
Dabei ist h,% = (z , , . . . . I,, i) der minimale positive Radikalvektor der zu 
(x, I . I ) gehorigen quadratischen Form xx. 
Bemerkung. Es gilt -i < a,x M< 0 fur jedes unzerlegbare Objekt M 
in xx. 
2.1. LEMMA. Sei K= (M,, . . . . M,} eine kritische Menge in S: vom 
Typ G%‘(i). Dunn gilt i = h:, und es gibt eine exakte Sequenz der Form 
mit unzerlegbarem A-Modul H und dim H = hA. 
Beweis. Siehe Satz 4.1. in [Xl. 1 
Bemerkung. Nach 4.2 in [IX] gilt aXMi= (hA, &r Mi) fur jeden 
gerichteten A-Modul M, aus K. 
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2.2. PROPOSITION. Sei A eine zahme verkleidete Algebra und x ein Punkt 
von A, und sei XE St. Dann gelten 
(1) End(X) g k, 
(2) Ext’(X, X)=OJir alle i>O, 
(3) dim Hom(P(x), X) d 2, 
(4) Falls hi # 1 ist, ist dim Hom(P(x), X)= 1. 
Beweis. (1) und (2). 1st X prlprojektiv oder prtiinjektiv, so gibt es 
nichts zu beweisen. Nun sei X ein regularer A-Modul. Da rX nicht aufrichtig 
ist, gilt End(X) z k und Ext’(X, X) = 0 fur alle i > 0. 
(3) Folgt aus [X, Lemma 2.11. 
(4) Folgt aus 2.1. 1 
2.3. LEMMA. Sei B eine enlich-dimansionale Algebra und gl.dim. B-C 00. 
Ist T = @ ‘=, T(i) ein B-Kippmodul, wobei T(i) 2 T(j) fur i # j gilt und alle 
T(i) unzerlegbar sind, so sind dim T( 1 ), . . . . &I T(n) Q-linear unabhiingige 
Vektoren. 
Beweis. Die Cartan-Matrix Cs ist invertierbar, aus [RI, 4.1(7)] folgt 
nun sofort die Behauptung. 1 
2.4. Seien X, YE A-mod, m = dim Exta( Y, X) # 0. Dann gibt es eine 
exakte Sequenz 0 + x” + E -+ Y -+ 0, so da13 Hom(X”‘, X) 4, Ext ‘( Y, X) 
surjektiv ist. Diese exakte Sequenz wird universelle exakte Sequenz von X 
und Y genannt. Im folgenden schreiben wir manchmal ‘(X, Y) statt 
Ext’(X, Y) fur i> 0 und (X, Y) statt Ext’(X, Y) = Hom(X, Y). 
PROPOSITION. Sei A eine zahme verkleidete Algebra und x ein Punkt. Sei 
H ein unzerlegbarer einfach reguliirer A-Modul mit &I H = hA, d.h. H ist 
ein homogener A-Modul. Betrachte die universelle exakte Sequenz: 
Setze K,A := {XE A-ind I X . t ts ein direkter Summand von M). Dann ist 
X,A := (add Kt, Hom(P(x), -)) eine gerichtete kitische Vekorraumkategorie 
vom Typ %?(ht). 
Beweis. GemaD [X, 1.21 ist ME add St. Es ist trivial, da13 jeder direkte 
Summand von M praprojektiv ist. Nun werden wir die Definitionsbedin- 
gungen einer kritischen Vektorraumkategorie [RI, p. 1011 nachpriifen. 
(a) Sei 1 .I = Hom(P(x), -), dann ist, wie man leicht sieht, 1.1 treu auf 
add K!. 
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(fi) 4(,X;“) ist eine unendliche Kategorie. Wir zeigen die folgende 
Aussage: 
Sei H[m] der Modul, der unzerlegbar und von regularer Lange m mit 
regularem Sockel H ist, dann existiert eine exakte Sequenz der Form 
0 --f P(x)“~: + M” -+ H[m] + 0. 
Wir zeigen dies mit Induktion nach m. Wir erhalten H[m] vermoge der 
exakten Sequenz 
O+H[m-l]+H[m]-+H+O 
und wegen proj.dim. M < 1 und Ext’(M, M) = 0 ist das nachste Diagramm 
durch M” zum kommutativen Diagramm erglnzbar: 
0 - P(dX) (m-l)h;4 , MI?- I ---+H[m-11-o 
I I I 
o- 7m - M” __f H[m] - 0 
o- P(X)h: - M - H -0 
Nun setze V, = (M”, kmh:, y,), dann sind P’, fur m = 1,2, . . . . Objekte von 
&(X~). Da H[m] 2 H[n] fiir m #n ist, ist V, g J’,, fur m fn. Also ist 
4(X:) eine unendliche Kategorie. 
(y) Jeder echte Unterfunktor /. 1’ von 1. ( (bzw. echte Faktorfunktor 
I .I’ von / . ( ) induziert eine unterraumendliche Vektorraumkategorie 
(addK!, 1.1’). 
Falls /z,A = 1 ist, gilt dim End(M) = dim Hom(M, H) = dim Hom(P(x), H) 
+ dim End(H) - dim Ext’(H, H) = ht + 1 - 1 = 1, also ist M unzerlegbar, 
und somit ist (add Kt, 1. I) eine kritische gerichtete Vektorraumkategorie 
vom Typ %( 1). Deswegen nehmen wir an, daI3 ht # 1 ist. Nach 2.2 gilt 
1X/ = k fiir alle X in Kt . Urn (y ) zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, da13 
fur jede echte Teilmenge T von K,A die Kategorie ‘@add T, I .I) endlich ist. 
Es wird bemerkt, da13 wegen (c() die Vektorraumkategorie X: eine 
Vektorraumkategorie gegeben durch die Halbordnung Kt beziiglich s ist. 
Angenommen &(add T, 1. I) ist unendlich. Dann enthllt T eine 
Teilmenge T’, so da13 (add T’, I I) eine Vektorraumkategorie vom Typ U(i) 
ist. Ohne Einschrlnkung konnen wir voraussetzen, da13 T= T’ ist. Nach 
2.1 gilt i= ht, und es gibt eine exakte Sequenz 
0 + P(x)“< + @ M:‘+H,+O 
A4,t T 
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mit dim H, = hA. Also gilt 
it4 ist ein partieller A-Kippmodul und gemal. dem Lemma 2.3 mu13 T= K,” 
gelten. Dies ist ein Widerspruch. Mit derselben Argumentation iiberlegt 
man sich leicht, da13 K:’ eine Halbordnung bzgl. I vom Typ V(h,A) bildet 
und -X-t eine durch die Halbordnung Kt gegebene Vektorraumkategorie 
ist. 1 
2.5. LEMMA. Es gibt genau eine kritische Menge in S-t. 
Beweis. Sei K-t = {M,, . . . . M,} die vom Lemma 2.4 gelieferte kritische 
Menge. Sei K = (N, , . . . . N,} such eine kritische Menge. Nach 2.1 sind die 
beiden vom Typ (h!) und r = s. 
Sei hi # 1, dann ist die Algebra A nicht vom Typ A,. Der Rohrentyp 
von A ist (n,, n,, 2) mit n, znz 2 2. Sei (m,, m2, 2) bzw. (m;, m;, 2) 
der Rijhrentyp von &(%Y’) bzw. von @add K, Horn P(x), -)), wobei 
m, 2 m2 12 und m; 2 m; 2 2 gelten. Da der Funktor C voll ist, gibt es eine 
Rohre T(p) vom Rang 2 in b(mt) und eine RGhre T(p’) vom Rang 2 in 
@(add K, Hom(P(x), -)), so da13 das Bild von T(p) bzw. von T(p’) unter 
dem Funktor C in der gleichen Riihre vom Rang 2 in A-mod liegen. 
Deshalb gibt es ein unzerlegbares Objekt H, = [@ M:, kh:, yH,) in T(p) 
und ein unzerlegbares Objekt H, = (0 N:‘, khr, yH2) in T(p’), so da13 
CH, = CH, ist. Wegen dim( @ i N:),Y = 2h,” = dim( @ MF), gilt such 
Hom(P(x), CH,) # 0 # Hom(P(x), CH,). Wie in [X, 3.33 konnen wir 
zeigen, da13 CH, und ZH, regullre A-Moduln sind. Demnach folgt 
dim CH, = hA =&r CH2. Also besagt der Satz [X, 1.73, dal3 H, und H, 
isomorph ist, somit folgt aus dem wohlbekannten Krull-Schmidt-Satz 
K;=K. 
Nun sei h,A = 1. In diesem Fall haben wir Kt = { M1 ) mit M, praprojektiv 
und d&r M, = hA + p(x) = dim N,, wobei p(x) = dim P(x) ist. Dies 
impliziert M, g N, . 
3. EINKONSTRUKTIVERBEWEISZUREXISTENZDERKRITISCHENMENGEAUSS,A 
Wir haben bereits die Existenz der kritischen Menge in S,A fur eine 
zahme verkleidete Algebra A und einen Punkt x gesehen, aber dies erlaubt 
uns nicht, die Dimensionsvektoren der Moduln aus der kritischen Menge 
zu berechnen. Deshalb geben wir in diesem Abschnitt ein konstruktives 
Verfahren zur Bestimmung dieser Dimensionsvektoren. Wir werden sehen, 
daD es geniigt, nur fur die zahmen erblichen Algebren die kritischen 
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Mengen zu kennen. Fur die erblichen Algebren ist die Bestimmung ganz 
leicht und wir geben eine Liste am Ende dieses Abschnitts. Also liefert 
dieser Abschnitt einen anderen Beweis zur Existenz der kritischen Menge 
in St. 
Wenn h,A = 1 ist, gibt es nur einen unzerlegbaren A-Modul M mit 
d&r M= h + p(x). Die Kategorie (add M, Hom(P(x), -)) ist sogar eine 
Vektorraumkategoie vom Typ U(l), das hei&, wenn ht = 1, ist die kritische 
Menge schon bekannt. 
3.1. Nun sei A eine zahme verkleidete Algebra vom Typ d (wobei A ein 
Dynkin-Diagramm ist) und x ein Punkt von A, das heil3t es gibt eine 
zahme erbliche Algebra B 2 kj* und einen praprojektiven B-Kippmodul 
T= a:=, T(i), so da13 End(,T)=A gilt. Sei PA(x) = Hom(T, T(x)), 
T(x) = z -“P,(b) und setze F := Hom,(,T, -). 
SATZ. Sei Ki eine kritische Menge in Sf, dann ist Fz-“Kf := 
{F~c”MIME Kfj eine kritische Menge vom Typ %?(h:) in S.t. 
Beweis. Setze 
9(,T)= {XEB-mod(ExtL(T, X)=0}, 
?y( gT) = { YE A-mod 1 Tor:(T, Y) = O)? 
dann ist F eine Aquivalenz zwischen 9(,T) und oY( BT). Fur einen einfach 
regularen A-Modul H gilt 
ht = dim Hom(P(x), H) = dim Hom(T(x), TOa H) 
= dim Hom,(r”T(x), s”(TO, H)) 
= dim Hom,(r”T(x), TOA H) = dim Hom(P,(b), TOa H) 
= h;. 
Im weiteren haben wir eine exakte Sequenz (nach 2.1) 
mit H’ ein einfacher regularer homogener B-Modul. Weil B eine erbliche 
Algebra und T-' ein rechtsexakter Funktor ist, lautet die obige exakte 
Sequnz unter dem Funktor z - ’ folgendermagen: 
Da T ein praprojektiver B-Kippmodul ist, gehijren H’ und T(x) zu g(,T). 
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Es wird bemerkt, daI3 ‘Y(J) unter Faktormoduln und Erweiterungen 
abgeschlossen ist, also ist rrmMi fur jedes Mi aus Ki such in Y(J). 
Deshalb gilt: 
(1) dim Hom(P(x), Fzr”M,)=dim Hom(T(x), tCmll/li) 
= dim Hom,(P,(b), M,). 
(2) Aus dem Satz 4.1(6) in [Ri) folgt 
dim Hom(P,(x), rFr-“M,) =dim Ext’(Fzr”M,, PA(x)) 
= dim Extk(zr”M,, T(x)) 
=dim Hom(T(x), rmf’Mi) 
= dim Hom(z”T(x), zMj) 
= dim Hom( P,( 6), zMi) = 0. 
(3) dim Hom,(M,, M,) = dim Hom,(r-“‘M,, zr”M,) 
= dim Hom,(Frr”M,, Fzr”M,). 
(4) Es gibt einen Morphismus f~Hom(Fr-“‘M,, FTC”‘M,) mit 
f, # 0 genau dann, wenn es ein Morphismus g E Hom(M,, M,) mit g, # 0 
existiert. (Die Eigenschaft, da13 r -’ zu r linksadjungiert ist, wird hier von 
uns benutzt.) 
Nun folgt der Satz unmittelbar aus den vorangehenden Eigenschaf- 
ten. 1 
Zur Verdeutlichung vom Satz 3.1 sehen wir hier ein Beispiel. 
3.2. Beispiel. Gegeben sei A durch den K&her 




3 2 1’ 
Wir betrachten zum Beispiel den Punkt x. 
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Diese Algebra A kann von der zahmen erblichen Algebra B, die durch 
den K&her d’ 




\< \ 0 
2’ Y’ Z’ 
gegeben ist, durch einen praprojektiven B-Kippmodul erhalten werden. 
Die praprojektive Komponente von B-mod hat folgende Form, dabei 
sind die unzerlagbaren Moduln durch ihre Dimensionsvektoren ersetzt. 
Sei gT die direkte Summe der rechteckig umrandeten unzerlegbaren 
B-Moduln T(i), iEd’,. Dann gilt End(,T) =A. Nun betrachten wir den 
Punkt x von A. Es gilt P,(x)=Hom(,T, BT(~)) und BT(x)=r-lP,(x). 
Die kritische Menge K: ist vom Typ @?(/I:) mit II: = ht = 3. Die unzerleg- 
baren Moduln in der kritischen Menge K: sind eingekreist. Also gilt 
i 
110 111 100 . 100 100 100 
Kf= 10 -10 , 10 -10 , 21 ’ 000 000 100 110 11 -11 1 000 
r-‘K,B= i 
111 000 110 110 210 110 
21 -11 , 21 -21 , 21 , 




110 111 100 100 100 100 
Fz-‘Kf= 10 -10 , 11 - 11 , 10 
000 000 100 110 111 
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Nun betrachten wir die praprojektive Komponente von A. Sie hat die 
folgende Form, wobei die Moduln in Kt = Fz ~ ’ Kt umkreist sind. 
3.3. Siehe Tabelle I fur eine Liste der kritischen Mengen fur zahme 
erbliche Algebren. 
4. DAS REGUL~RE KOMPLEMENT ZUM KIPPMODUL 
Wir haben schon gesehen, dal3 es zu einem Punkt x einer gegebenen 
zahmen verkleideten Algebra A eine kritische Menge K,A gibt und der 
Modul (0 M t K~ M) @ P(x) ein partieller A-Kippmodul ist. Nun interes- 
sieren wir uns f& die moglichen Komplemente zu diesem Modul. Dabei 
heiI3t ein Modul Y ein Komplement zu einem partiellen Kippmodul X, 
wenn X0 Y ein Kippmodul ist. Ein bekannter Satz von Bongartz garantiert 
die Existenz eines Komplements. In unserem Fall ist das durch den Satz 
von Bongartz gelieferte Komplement ein praprojektiver A-Modul, aber wie 
sieht der Modul aus? Diese Frage wird im nichsten Abschnitt beantwortet, 
aber zuerst mijchten wir das regullre Komplement untersuchen. 
Es sei Kt die kritische Menge in S:, mit T, bezeichnen wir die direkte 
Summe aller Moduln aus K,” und P(x). Die Anzahl der einfachen 
A-Moduln wird mit n bezeichnet. 
4.1. Beweis des Satzes I(2). Aus Lemma 2.1 haben wir zur kritischen 
Menge Kt = {M, , . . . . M,} eine exakte Sequenz 
0 + IJ(#’ + & Mf’+H+O 
i=l 
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mit einem einfach regularen A-Modul H und dirr~ H = hA. Daraus folgt 
leicht, da13 fur jeden regularen A-Modul N in Si der Modul T, 0 N ein 
partieller Kippmodul ist. Nun setze T2 = ON, wobei N iiber alle regularen 
Moduln in S: lauft. Wir zeigen, dal3 T, ein partieller Kippmodul ist und 
die richtige Anzahl der unzerlegbaren direkten Summanden besitzt. 
Wir betrachten die folgenden Falle. 
1. Full: h; = 1 
Der Rohrentyp von A ist (n,, . . . . n,) mit IZ~ 2 ... 2 n, 2 2. Nun unter- 
suchen wir eine Rohre T(p) vom Rang nj: 
Die Summe der Dimensionsvektoren der auf dem Mund einer Rohre 
liegenden Moduln ist ht, deswegen gibt es genau einen Modul T[l] auf 
dem Mund der Rohre mit dim Hom(P(x), T[l]) = 1 und Hom(P(x), 
zT[ 11) = 0. SeiT[i] der unzerlegbare Modul von regullrer Lage i, so da13 
es einen Epimorphismus von T[i] nach T[ l] gibt. Es ist trivial, da13 
T(n,) = @?:I T[i] der einzige partielle Kippmodul mit direkten Sum- 
manden in T(p)n St ist. Also ist T, = @.J=, T(n,) der einzige regulare 
partielle Kippmodul in add Sz. Aber xi= i (n,- 1) = n - 2 gilt. Also ist 
T, @ T2 ein Kippmodul. 
2. Fall: h: = 2 
Sei A eine zahme verkleidete Algebra vom Typ A. 
(i) A = 6, (n 2 5). In diesem Fall zeigt eine analoge Argumentation 
wie oben, da13 wir nur (n-2)-2 regulare unzerlegbare Moduln aus der 
Rohre vom Rang II - 2 erhalten, die eben alle regularen A-Moduln in S 
sind. Aber T, ist trivialerweise ein partieller Kippmodul. Also ist der 
Modul T, @ T, ein Kippmodul. Die n - 4 regularen A-Moduln haben eine 
der folgenden Positionen in der Rijhre vom Rang n - 2: 
I , ____ - ___--- - ---- --------- 1 I - ..--_------_ -------- ____ - j 
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(ii) A = E,. In diesem Fall gibt es nur zwei regulare unzerlegbare 
A-Moduln aus den zwei Rohren vom Rang 3, die in Sit liegen. 
(iii) A = ii,. In diesem Fall gibt es nur zwei regulare Moduln in der 
Rohre vom Rang 4, die zu S.: gehoren und einen regularen Modul in der 
Rohre vom Rang 3, der in ,!$,A liegt. Die zwei regularen A-Moduln belinden 
sich an einer der folgenden Positionen in der Riihre vom Rang 4: 
I 6 I 1 ---- - _----- -------- , I ---- -----___- ______ ; 
(iv) A = E,. In diesem Fall gibt es nur drei unzerlegbare Moduln aus 
der Riihre vom Rang 5 und einem unzerlegbaren Modul aus der Rohre 
vom Rang 3, die alle regullre Moduln in St sind. 
3. Fall: h: = 3 
(i) A = E,. Es gibt nur einen regularen A-Modul in der Riihre vom 
Rang 4, der einzige regullre A-Modul in St ist. 
(ii) A = E,. Es gibt nur zwei regulare unzerlegbare A-Moduln in der 
Riihre vom Rang 5 und einen Modul in der Rohre vom Rang 4, die alle 
regulare A-Moduln in S;” sind. Die zwei regularen A-Mod&r aus der 
5-Riihre belinden sich an einer der folgenden Positionen: 
; _-._-_---- --.- --_--------- : 
4. Fall: ht = 4 
Es geniigt nur den Fall zu beriicksichtigen, dab A = i& ist. In diesem Fall 
gehort der einzige regullre A-Modul aus S,” zu der Rohre vom Rang 5. 
In allen Fallen haben wir gesehen, dal3 der Modul T, ein partieller 
A-Kippmodul ist und die Anzahl der unzerlegbaren direkten Summanden 
von Tz wie gewiinscht ist. 
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4.2. Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes wissen wir, wie die regularen 
Moduln in S,” bestimmt werden konnen. Mit R,A bezeichnen wir die Menge 
aller regularen Moduln aus S:. Da dim Hom(P(x), M) = 1 fur jeden 
regularen A-Modul ME S-t gilt, ist der Funktor Hom(P(x), -) auf R,A treu 
und somit bildet R: eine Halbordnung bzgl. 5. Insbesondere ist L%?i := 
(add RI’, Hom(P(x), -)) eine Vektorraumkategorie gegeben durch die 
Halbordnung Rt. Wir notieren die Halbordnungen in Tabelle II. 
4.3. Im Allgemeinen ist das regulare Komplement von T, zum 
Kippmodul nicht eindeutig, zum Beispiel betrachten wir die zahme 
verkleidete Algebra A, die durch den Kocher 
gegeben ist. Sei x der angegebene Punkt von A. Fur diesen Punkt gilt 
0 1 0 1 
T, = P(x) @ 0000 1100 1100 121. 
11111 00011 01111 00111 
Setze 
0 1 1 0 
T; = 1110 1100 2210 110, 
00010 00111 00121 11111 
dann ist T; .$ add S:. Aber eine leichte Nachpriifung iiberzeugt uns, dal3 
T, 0 T; ein Kippmodul mit regularem Modul T; ist. 
Es ist trivial, daI3 es nur endlich viele regullre Komplemente zu T, gibt. 
Aber wie viele gibt es denn? Weil ein regulares Komplement zu T, einige 
partielle Kippmoduln in A-mod liefert (siehe [Ri] ) und jeder partieller 
Kippmodul in einem Fliigel liegen mu@ ktinnen wir den von Ringel in [RI, 
p. 2051 gegebenen Klassifikationssatz der Kippmoduln iiber C, wobei C 
eine durch den linear geordneten K&her vom Typ A, gegebene Algebra 
ist, benutzen. Mit c, bezeichnen wir die Anzahl der (multiplizitltenfreien) 
Kippmoduln tiber C. Also beantworten wir die Frage in Tabelle III, in der 




1 4 6 24 Cp-lCpl en-5 
2 1 2 2 od. 3 c,-hod.cpcymitp+q=n-6 
3 0 1 1 od.2 
4 0 1 
5 0 
6 0 
5. DAS PR.&PROJEKTIVE KOMPLEMENT ZUM KIPPMODUL 
Unser Hauptziel dieses Abschnittes ist es, den Satz I(3) zu zeigen. Dazu 
brauchen wir einige Vorbereitungen. 
5.1. PROPOSITION. Sei A eine zahme verkleidete Algebra, und M, Y 
prGprojektive unzerlegbare A-Moduln mit (hA, dim Y) 2 (hA, dim M) und 
Ext’( Y, M) = Ext’(M, Y) = 0. Dann gilt: 
Jeder von Null verschiedene Morphismus f: Y -+ M ist injektiv. 
Beweis. Setze C := Koker(f) und K := Ker(f) sowie B := Bild(f). 
(1) Sei f surjektiv. Aus der exakten Sequenz 
O-K-YLM-0 
folgt (hA, dim K) = (hA, &I Y-d&M) = (hA, &I Y) - (hA, dim M) 
2 0. Aber K ist praprojektiv, somit mu13 K = 0 sein, dies zeigt an, daB f ein 
Iiomorphismus ist. 
(2) Nun sei f nicht surjektiv. Dann gilt B # M. 
O+K-+Y+B-+O, (*I 
O-+B-+M+C+O. (**I 
Wende Hom(M, -) auf (*) an. Dann ist mit Ext ‘(M, Y) = 0 such 
Ext’(M, B) = 0, somit folgt aus dim Hom(M, M) = 1, dal3 C unzerlegbar ist. 
Wenn C regular oder prlinjektiv ist, dann folgt aus (hA, dim K) = 
(hA, dim Y) - (hA, dim C) 2 0, da13 K= 0 und dann f injektiv ist. Also 
setzen wir voraus, das C praprojektiv ist. Insbesondere gilt proj. dim. C = 1. 
Wende Hom(M, -) auf (*) noch einmal an, so gilt 
. . . +(M, B)+Ext’(M, K)+Ext’(M, Y)-+ .... 
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Da Hom(M, B) =0= Ext’(M, Y) ist, ist Ext’(M, K) =O. Nun wende 
Hom(-, K) auf (**) an: 
O+(C,K)+(M,K)+(B,K)-t’(C,K)+‘(M,K)-+’(B,K)+O. 
Da Ext*(C, K) =0= Ext’(M, K) gilt, ist Ext’(B, K)=O. Also mu0 K 
verschwunden sein, denn Y ist unzerlegbar und f # 0. Somit ist der Beweis 
fertig. fl 
5.2. KOROLLAR. Sei YE S-t mit 
(hA, &I Y) = -h; und dim Hom(P(x), Y) = 1. 
Dann gibt es eine exakte Sequenz 
O+P(x)+ Y-r-‘E-0, 
wobei E ein unzerlegbarer reguliirer A-Modul mit Hom(P(x), E) # 0 und 
Hom(P(x), t-‘E) = 0 ist. 
5.3. Die Umkehrung des Korollars ist such richtig. 
LEMMA. Sei E ein regultirer unzerlegbarer A-Modul mit 
dim Hom(P(x), E) = 1 und dim Hom(P(x), TC’E) = 0 
und sei die universelle Erweiterung gegeben durch 
O+P(x)+T(E)-ts-‘E+O. 
Dann gilt T(E) E St mit dim Hom(P(x), T(E)) = 1 und (hA, dim T(E)) 
=- h-5 
Beweis. Es ist trivial, da13 dim Ext ‘(r -‘E, P(x)) = 1 gilt und T(E) 
unzerlegbar ist. Wende Hom(-, P(x)) auf die universelle Sequenz an, so gilt 
Ext’(T(E), P(x)) = 0. Somit ist T(E) E S-t. a 
5.4. Bemerkung. Wir setzen 
s,A := {XG A-ind 1 X 2 Q(x) und Hom(X, Q(x)) #O = Hom(r-‘X, Q(x))}. 
Dann gibt es eine bijektive Abbildung zwischen Stop und St, namlich 
D = Horn, (-, k) : SAoP --f Si. 
Dabei bezeichnen wir mit Q(x) den unzerlegbaren injektiven A-Modul zum 
Punkt x. 
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Wir wissen schon, daI3 es genau n-r - 1 unzerlegbare regulare AoP- 
Moduln E’ in S;J”” gibt, die such die Eigenschaft dim Hom(P,OP(x), E’) = 1 
haben. Deshalb gibt es such genau n-r - 1 regulare unzerlegbare 
A-Moduln E in St, die such die Bedingung dim Hom(E, Q(x)) = 1 
erfiillen. Seien E’, . . . . E, or- ’ alle solche A-Moduln in 3:. Setze T6 = 
@y:;-’ T(E,). Nach 5.3 und 5.2 gilt Tdr GXSL~ X=: T,. 1 
5.5. LEMMA. To@ T, ist ein A-Kippmodul. 
Beweis. Es bleibt zu zeigen, da13 Ext’(T,, T’) = Ext’(T,, T,,) = 
Ext’( T,, To) = 0 gilt. Wir haben zwei exakte Sequenzen: 
r 
o-+P(X)h:* @ ly!-+H-tO, (1) 
i=2 
O-P(x)“-‘-‘+ @ T(E,)+ @ t-‘E,-,O, (2) 
i= I i= I 
wobei H unzerlegbar mit dim H = hA ist. 
Wende Hom( T,, -) auf (1) bzw. auf (2) an: 
. . + ‘(To, P(x)“:)+ ‘(To, @ M;)+‘(T,, H)+ ... 
... -‘(T,,,P(x)“-‘-‘)+‘(T,, TO)-+‘(TO, @z-‘E~)+ . . . . 
Da Ext’(T,, P(x)) = 0 = Hom(H, zT,,) = DExt’(T,, H) und 0 = 
Hom(@ telEi, T,) = DExt’(T,, @ zr’E,)gelten,istExt’(T,, T,) = 0 = 
Ext’(T,, T’). Wenn wir Hom(T,,-) auf (2) anwenden, gilt: 
~~~‘(T,,P(x)“~‘~‘)+‘(T,,T,,)+‘(T,, @T-‘E~)+ . . . . 
Aber T, ist praprojektiv, daraus folgt Ext’( T,, @ t-‘Ei) = 0, somit ist 
Ext’(T,, T,,)=O. 1 
5.6. LEMMA. Sei Y ein priiprojektiver A-Modul, so daJ Y@ T, ein 
partieller Kippmodul ist. Dann gehiirt Y zu add Sf , falls Y keinen direkten 
Summand enthalt, der zu P(x) isomorph ist. 
Beweis. Es geniigt zu zeigen, da13 jeder unzerlegbare direkte Summand 
X von Y zu St gehiirt. Gemal 2.1 gibt es eine exakte Sequenz 
r 
O+P(x& @ M:‘+H-rO. 
i=l 
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Dabei ist H unzerlegbar mit dim H= hA. Nun wende Hom(-, X) auf diese 
exakte Sequenz an, so liefert uns dies eine exakte Sequenz 
. +(P(x)‘~,X)+Ext’(H,X)-,Ext’ @M’! X =O. 
L 4 
Wir wissen, da13 fur einen prlprojektiven A-Modul X immer 
Ext’(H, X) # 0 gilt, also ist Hom(P(x), X) # 0. Aus Ext’(X, P(x)) = 0 
erhalten wir automatisch Hom(P(x), zX) = 0, somit ist XE S:. 1 
Den Beweis des folgenden Lemmas mochten wir gerne bis zum Abschnitt 
6 verschieben, wo man das Lemma als Korollar bekommen kann. 
5.7. LEMMA. Sei Y unzerlegbar priiprojektiv und Y 4 K<. Falls Y@ T, 
ein partieller Kippmodul ist, dann gilt (hA, dim Y> = -h{. 
5.8. Beweis zum Satz I(3). Aus 5.5 folgt, dal3 To@ T, ein Kippmodul 
ist. Nach 5.6 und 5.7 ist T, das einzige praprojektive Komplement 
zu T,. m 
5.9. Setze Lt := {NE S,” 1 (hA, dim N)/dim Hom(P(x), N)= -hi}, 
dann besteht L,A genau aus solchen A-Moduln in Si, welche nicht in K: 
liegen und die Eigenschaft (hA, &r N) = -ht erfiillen. Nach 5.1 ist 
Hom(P(x), -) ein treuer Funktor auf add L-t, also ist 9: := (add Lt, 
Hom(P(x), -)) eine Vektorraumkategorie gegeben durch die Halbordnung 
L; bzgl. 5. 
Wie in 4.2 gibt es eine analoge Liste fur Lt. (Siehe Tabelle IV.) 
Zum SchluB bemerken wir das folgende Lemma: 
5.10. LEMMA. Es gibt keinen priiinjektiven Modul Q, so daJ Q@ T, ein 
partieller A-Kippmodul ist. 
Beweis. Angenommen es ist Q ein prainjektiver A-Modul mit der 
obigen Eigenschaft. Dann ist proj.dim. Q 5 1. Wende Hom( Q, -) auf die 
exakte Sequenz 
mit H unzerlegbar und dim H= hA an, so haben wir wegen Ext’(Q, H) g 
D Hom(H, TQ) # 0 such Exti(Q, @ M, E K; M:) # 0. Dieser Widerspruch 
zeigt nun, da13 es keinen priinjektiven A-Modul Q gibt, so dal3 T, @ Q ein 
partieller A-Kippmodul ist. 1 
5.11. Bemerkurzg. Im allgemeinen kann es zu einem praprojektiven 
















































































prainjektives Komplement geben. Ein Beispiel kann man in [Ha, p. 1393 
sehen. 
6. KRITERIEN F~YJR MODULN IN EINER KRITISCHEN MENGE 
In diesem Abschnitt charakterisieren wir die Moduln, die in K: liegen. 
Nun setze a’X= (V, dim X)/dim Hom(P(x), X), so sind die in Kz 
liegenden Moduln X durch a’X vollstandig bestimmt. 
6.1. SATZ. Sei YE St. Dunn gilt : Y ist genau dann in K:, wenn 
-h:<a’Y<O gilt. 
Beweis. Im folgenden behalten wir die Bezeichnungen des 4. und 5. 
Abschnitts bei. 
Falls h,A = 1 ist, so gibt es nichts zu zeigen. Nun sei h,A # 1. Sei Y aus K<. 
Nach der Bemerkung von 2.1 gilt a’Y> -hi. Umgekehrt sei fur Y die 
Bedingung erfiillt. Da hf # 1 ist, gilt dim Hom(P(x), Y) = 1 fi.ir jedes 
Element Y in St. Wir haben End( Y) g k und Ext’( Y, Y) = 0 fur alle i > 0 
und zwei exakte Sequenzen 
wobei H unzerlegbar mit dim H = hA und Ej regular ist. Wende Hom( Y, -) 
auf (*) bzw. auf (**) an: 
1 n-r-1 
... +(Y,P(x)"-'-')+'(Y, To)+ Y, @ r+E, +O. 
i > 
Da Y aus S,” und praprojektiv ist, gilt mit Ext’( Y, P(x)) = Ext’( Y, H) = 
Ext’( Y, ei z-‘E,) = 0 such Ext’( Y, T,) = Ext’( Y, T,,) = 0. Wir werden 
zeigen, dal3 fur diesen Modul Y such Ext’( T, , Y) = Ext’( To, Y) = 0 gilt. 
Somit ist Y@ T,,@ T, ein Kippmodul. Nach 5.5 ist To0 T, schon ein 
Kippmodul, also gilt YE add( To 0 T,). Da Y unzerlegbar ist und jeder 
unzerlegbare direkte Summand X von T,, die Eigenschaft (hA, dim X) = 
-h,A erfiillt, ist YE add T,. Somit gilt YE K:. 
Sei O#feHom(P(x), Y), sei K := Ker(f), C := Koker(f) und B := 
Bild(f), wir diskutieren die zwei Falle: 
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(1) f is surjektiv, d.h. C = 0. Wende Hom(@ r= 1 M;, -) bzw. 
Hom( T,, -) auf die exakte Sequenz 
O-K-P(x)+ Y-+0 
an. Wir haben dann mit Ext’(@iM,,P(x))=O such Ext’(@;M,, Y)=O 
bzw. Ext’( T,, Y) = 0. Dies ist, was wir zeigen wollten. 
(2) f ist nicht surjektiv, d.h. C # 0 und B 2 Y. Aus End ( Y) z k und 
Ext’( Y, B) = 0 folgt, dab C unzerlegbar ist. Angenommen, da13 C prapro- 
jektiv ist. Wende Hom( Y, -) auf die exakte Sequenz 
O+K+P(x)+B+O 
an. Dies liefert folgende exakte Sequenz 
O+(Y,K)+(Y,P(x))+(Y,B)-tl(Y,K)+O. 
Da Hom( Y, B) = 0 ist, ist Ext ’ ( Y, K) = 0, nun wende Hom(-, K) auf 
O-+B+Y+C+O 
an. Dann ergibt sich die exakte Sequenz 
(***I 
... -‘(C,K)+‘(Y,K)+‘(B,K)+‘(C,K)+O. 
Weil C praprojektiv ist, erhalten wir Ext’( C, K) = 0. Damit ist Ext '( B, K) = 0, 
also mu13 K = 0 sein, d.h. f ist injektiv. Aber (hA, dim C) = (hA, &I Y) - 
(hA, dim P(x)) = d’ Y - (- ht)) > 0. Dies widerspricht der Prlprojektivitat 
von C. Also ist C kein praprojektiver Modul und es gelten Ext’( T,, C) = 0 
sowie Ext’( @ i M;, C) = 0. Wir wissen namlich, da13 Ext’( T,, B) = 0 = 
Ext’( @ i M,, B) gilt. Nun wenden wir Hom( T,, -) bzw. Horn (0 i Mi, -) 
auf die exakte Sequenz (***) an und erhalten: 
... -‘(T,,B)+‘(T,,, Y)+‘(T,,,C)+O 
bzw. 
..--‘(~M,,B)~‘($)M;,Y)jI(OMi,C)tO. 
Also sind Ext’( I”,, Y) = 0 und Ext ‘( @ i M,, Y) = 0, und somit gehort Y 
schon zu Kt . 1 
6.2. KOROLLAR. C: = K:. 
6.3. KOROLLAR. Sei Y prGprojektiv aus St, so daJ Y@ T, ein partieller 
A-Modul ist, dann ist Y entweder in Ki oder (hA, dim Y) = -ht und 
Hom(M;, Y) = 0 fiir alle Moduln M, aus K;“. 
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Beweis. Sei Y nicht in K: und Y 2 P(x). Wende Hom(-, Y) auf (*) an, 
dann bekommen wir eine exakte Sequenz 
O+(H, Y)+ (+,M;, Y)-(P(x)":, Y)--‘l(H, Y)+O, 
daraus folgt (hA, d&r Y) = dim Hom(@:, , Mi!, Y) - h!. Wenn 
Hom( 0; Mi, Y) # 0 ware, wiirde (hA, dim Y) > -ht gelten, somit ware 
Y nach dem Satz 6.1 in Kt. Also ist Hom( @ r Mi, Y) = 0. Dies impliziert 
(P, gin-l Y) = 4.;. 1 
6.4. Beweis zum Lemma 5.7. Nach 6.3 ist der Beweis klar. # 
7. DOMESTIZIERTE ERWEITERUNG DER VEKTORRAUMKATEGORIE %'! 
In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gezeigt, da13 zu einem 
Punkt x einer gegebenen zahmen verkleideten Algebra A die Vektorraum- 
kategorie %t := (add Ct, Hom(P(x), -)) gerichtet und kritisch ist. In 
diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen ??t und 9: 
und a,A untersuchen. Es wird gezeigt, da13 die Vereinigung von g: und %?: 
bzw. von QTt und 2: eine tubulare Erweiterung bzw. eine tubulare Koer- 
weiterung von 55’: im Sinne von Ringel ist. 
7.1. LEMMA. (1) Der Funktor Hom(P(x), -) ist aufadd(Lf u Ct) treu. 
(2) Der Funktor Hom(P(x), -) ist aufadd(C,A u R-f) treu. 
Beweix (1) Nach 2.4 und 5.9 ist Hom(P(x), -) auf add L,A und add C,” 
schon treu. Wegen 6.3 bleibt es zu zeigen, da13 fiir einen von Null 
verschiedenen Morphismus f: N -+ M mit NE Lt und ME Ct immer 
Hom(P(x), f) # 0 gilt. 
Nimm ein p E Hom(P(x), N) mit p # 0, dann ist p nach 5.1 immer injektiv 
und der Koker(p) immer ein regularer unzerlegbarer Modul. Angenommen 
es ist Hom(P(x), f) = 0. Betrachten wir das folgende Diagramm: 
O--+P(x)~ N n Koker(p) - 0 
Da pf = 0 ist, existiert ein Morphismus g: Koker@) -+ M mit f= 7cg. Aber 
M ist praprojektiver Modul, also ist g = 0 und folglich f = 0, das ist jedoch 
ein Widerspruch. Also ist (1) gezeigt. 
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Zu (2) geniigt es, eine analoge Argumentation wie in (1) durchzuftihren, 
wenn man die exakte Sequenz in 2.4 gebraucht. 
7.2. Die tubulare Koerweiterung einer Vektorraumkategorie wurde in 
[Ri] eingefiihrt. Dort hat Ringel die domestizierten tubularen Koerweite- 
rungen der kritischen gerichteten Vektorraumkategorien vollstandig 
klassitiziert. 
Unser Hauptergebnis dieses Abschnittes ist der folgende Satz: 
SAT-Z. (1) (add(L u Ct ), Hom(P(x), -)) ist eine domestizierte tubulure 
Koerweiterung von 5%‘:. 
(2) (add(Ct u Rt), Hom(P(x), -)) ist eine domestizierte tubulare 
Erweiterung von G??:. 
Beweis. Sei Ct = {M,, . . . . M,}. Aus der folgenden exakten Sequenz 
mit H ein homogener A-Modul folgt: 
(1) dim Hom(X, @ M:!) = h: fur jeden Modul XE L:, 
(2) dim Hom( @ M:!, Y) = h” fur jeden Modul YE Rt. 
Nun folgt der Satz aus dem Lemma 4.1 und der Eindeutigkeit der 





. . . 
-3 -9 - 
- . . c - . 
Wir konnen leicht von den obigen Formen die zugehorigen tubularen 
Erweiterungen erreichen, und zwar die folgenden: 
II::> -.> 
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wobei mit l die unzerlegbaren Objekte M mit Hom(P(x), M) = k2 
bezeichnet werden. 1 
7.3. Beispiele. (1) Sei A eine zahme verkleidete Algebra, die durch den 
K&her 
gegeben ist. Fur den angegebenen Punkt x gilt: 
(b) Jeder Modul aus S: wird von P(x) erzeugt. 
(2) Sei A die zahme verkleidete Algebra gegeben durch den Kocher 
mit 
1 2 
hA=2 2 1. 
3 2 1 
Wir betrachten den Punkt x mit h-t = 3. 
Der Auslander-Reiten-K&her von A sieht folgendermaf3en aus. Dabei 
bezeichnen wir mit den groI3en dunklen Punkten die Elemente in St. 
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Die unzerlegbaren Moduln in der kit&hen Menge Cf sind eingekreist, 
der rechteckig umrandete unzerlegbare Modul bildet die Menge Lf, und 
der einzige regulare Modul in St bildet die Menge Rt. Die Menge St wird 
folgendermaben zerlegt :
Dabei sind zwei Moduln A4 und N durch eine Kante M-N genau dann 
verbunden, wenn M 1 N und M # N gelten und es keinen unzerlegbaren 
Modul Y aus S< mit M > Y > N gibt. Nun ist es aber klar, dab die Vereini- 
gung von L: und Ct bzw. von Ct und Rt die folgende Form hat: 
Sie ist eine tubulare Koerweiterung bzw. Erweiterung von Cl. 
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